Chapitre 5 : Transformée de Fourier Discrete

La transformation de Fourier discréte est utilisée lorsque 1'on désire calculer la transformée de Fourier
d'un signal a I'aide d'un calculateur numérique.

x(t) {x(n)} Calcul du {X(k)}
—%» CAN |—» spectre [

1. Rappel sur la TF d'un signal échantillonné

Un signal échantillonné peut €tre représenté mathématiquement par une suite infinie d'impulsion de dirac
pondérées

x(1)=x(t)- S 6(1—nT,)

Nn=—oo

ce qui s'écrit encore

x,(t)= ix(nTe)ﬁ(t—nTe)

Nn=—oco

La transformée de Fourier d'un tel signal s'écrit alors :

X.(f)= S x(nT, je

n=—o0

Ce qui correspond au spectre de x(?) périodisé€ en fréquence :

X,(f)= X(f)*Ti 3 5(f~1)

e n=—oo

srrstttiitesst,

Figure 1: Signal échantillonné
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Figure 2 : Spectre du signal échantillonné

Il est a noter que s'il n'y a pas repliement de spectre, le spectre X(f) du signal originel x(?) est retrouvé entre
—Fe/2 et Fe/2 avec un facteur multiplicatif Te :
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X(f)=T, X(f): m{ﬂ
On rappelle qu'il n'y a pas de repliement si le signal x(z) vérifie la condition de Nyquist (théoréme de
Shannon).
Le spectre X(f) du signal d'origine doit étre a support borné, c'est a dire X(f) = 0 pour f > Fmax et que la
fréquence d'échantillonnage doit étre choisie tel que :

F
F, . < 7" Fe/2 est appelée fréquence de Nyquist

Cette condition permet de considérer que 1'échantillonnage n'introduit pas de perte d'information. Il est
donc possible de reconstruire le signal x(z) a partir de x.(t) par simple filtrage.

Dans la pratique, le signal d'origine est filtré par un filtre dit anti-repliement afin de vérifier la
condition de Nyquist (suppression des fréquences supérieure a Fe/2).
Lorsque la condition de Nyquist est respectée, il est alors possible de calculer a partir du spectre les

¢chantillons du signal :
Fe/2
x(t)= I X(f)e>’™df (spectre pris entre -Fe/2 et Fe/2)
—Fe/2
ce qui donne pour t =nTe

Fe/2

x(nTe) = j X(f) e qr

—Fe/2

Il est a noter que cette derniére relation est toujours vraie. En d'autres termes, si la condition de Nyquist
est respectée, le simple filtrage passe bas énoncé plus haut correspond a une interpolation "directes" des
¢chantillons déterminés par transformée inverse (graphiquement on relie les points entre eux). Si le signal
d'origine possédait des variations importantes entre 2 points consécutifs le signal reconstruit ne
correspond alors plus au signal d'origine : le recouvrement de spectre correspond a cette perte
d'information.

2. Limitation du nombre d'échantillons

Le calcul du spectre nécessite la connaissance du signal x(?) de moins l'infini a plus l'infini. Ainsi le
nombre d'échantillon de x.(?) doit étre infini. Dans la pratique on dipose d'un nombre limité d'échantillons
— Limitation du signal échantillonné x.(z) a N échantillons
— Limitation de la mesure du signal x(z) a une durée 7= N T,

Le calcul de la transformée de fourier du signal x.(z) limité a N échantillons devient alors :
~ N_1 .
X.(f)= 2 x(nT, )e """
n=0

Cela correspond a la transformée de fourier de x(z) échantillonné et tronqué (multiplié¢ par une fenétre de
mesure de durée N T,).

X,(f)=TF(x,(t) h(1))

avec ici

t_i
h(t)=rect 2 | avec 7= NT,
T
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Xe(1)
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Figure 3 : Effet de la troncature sur le signal x.(t)

7=NTe

Le spectre X(f) du signal x(?) ou bien encore X,(f), nécessite une connaissance du signal de moins 1'infini a
plus l'infini. La connaissance que partielle de ce signal pour I'évaluation de son spectre implique :

— une perte d'information si des événements temporels sont a I'extérieur de la fenétre de mesure
un spectre déformé méme si, a priori, toute l'information temporelle est contenue dans l'intervalle de
mesure

Ainsi X .(f)seraune image déformée de X(f).
X (f)=X.(f)H([)

:Tie)((f)* ié‘(f—nFe)*H(f)

ou:
_ —j2n e
H(f)=N-T,sinc(x fNT,)e 2

H(f) est une fonction qui s'annule tous les NLT (k # 0). et qui tend vers une impulsion de dirac lorsque la

e

mesure devient tres longue, 1.e. : H(f)W)&f)

A
iTe
)4

NT,

> f

N

Figure 4 : transformée de Fourier de la fenétre de mesure

Finalement le spectre estimé X L(f) s'écrit :
NT,

R (f)=| N X(fyesineer fNT, )72 |x Y807 —nre)

n=—o0

soit X(f) déformé et dupliqué tous le nFe.

3. Transformée de Fourier discreéte

3.1. Discrétisation du spectre

L'expression de X .( f) fait apparaitre la variable f qui est une variable continue. Ainsi X .(f) estune

fonction continue. Pour un calculateur numérique, la manipulation d'une fonction continue est impossible.
Pour une manipulation par calculateur il est nécessaire de disposer
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— de valeurs discretes de f°
— d'un nombre fini de valeurs

Ainsi un calculateur devra échantillonner le spectre X .(f) et limiter le nombre d'échantillons. Les étapes
sont :

— Discrétisation du spectre X .(f) aupas Af

— Limitation du nombre d'échantillon 8 M
En partant de I'expression de X )

N-1
X (f)=.x(nT,)e 7"
n=0

apres discrétisation au pas 4f on obtient les échantillons du spectre :
N-1
X, (kaf )= x(nT, )e /"
n=0
On limite généralement le nombre d'échantillons en fréquence a N échantillons uniformément répartis
entre 0 et Fe. On rappelle que X .(f) estpériodique de période Fe. Ainsi

F, I
N =—¢ =~
V=N NT,

ce qui nous donne :
kn

k = —j2m—
—— )= > x(nT, )e N
NT ) nzz;,) (nT,)

e

X,(

On obtient alors les coefficients de la Transformée de Fourier Discréte not¢ TFD (DFT in english)
correspondant a :

I¥.ck)t=1rDlx(n)}]  avec

kn

~ N-f —j2r—
Xe(k)=2x(n)e N
n=0

3.2. Interprétation

Comme un signal discret implique un spectre périodique, un spectre discret correspond a un signal

périodique. Ainsi la discrétisation du spectre X .(f) au pas Af implique une périodisation du signal

X,(t) (x(z) échantillonné et fenétré) avec une période j =NT,.

e P . 1 . .
Note : on remarque que le pas de discrétisation 4Af doit étre inférieur ou égal a NT pour qu'il n'y ait pas
e

de repliement en temps (équivalent en temps du théoréme de Shannon).

En notant X .(f) le spectre discrétisé :

X (f)=%(f) S 8(f-kaf)

fr=—oo
on obtient en temps l'expression d'un signal périodique de période A—:

— k
z 5(f—A—)

) N 1
t)=%,(t)%—
Xe(t)=%(t) A = if

UTBM 4/9 Nicolas Lacaille



Donc pour Ai = NT, on retrouve a un coefficient multiplicatif égal a NT, prét, le signal échantillonné

entre 0 et N-1 dupliqué.
x,(nT,)=NT,x(nT,)= NT,x(n) pour 0 <n<N-1

4. Transformée de Fourier inverse

En partant de la constatation que : x(n) = ﬁfc( nT, ), et que 'on a la relation

e

X ()=TF'(X,(f))
- TF"()?e (f) S60f- kAf)j

k=—c0

= f)? (k)e/7d!

n=—oo

on obtient
kn

x(n)—— ZX (k)e i
N e n=—oo
La limitation des échantillons a N correspond a une multiplication en fréquence par une fenétre de largeur
F=1/T, décalé¢ de F./2. Cette troncature correspond en temps a une convolution par un sinc qui s'annule
tous les multiples de Te :

TF | rect

=—S8Inc

E— e

f‘ﬁ I m

e

ent= NT, on obtient alors :

i(n) 1 L .
T— NT ZX (k )e "N , soit les coefficients de la TFDI :
€ e

N-— P2 kn

x(n)—%z k)ej N
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4.1. Résumé en image :

X
x(t) 0
>t : : : > f
/2 | F, /2 F,
Figure 5 : Signal d'origine (continu et infini)
X.(f)
Xe(1) A
x(n) X()/Te
frrettiftent,, N
too -F,/2 F./2 F.
Fioure 6 : Echantillonnage
X
Xe(t) NX()
e i : > f
7=NTe -Fe/2 F,/2 F,

Figure 7 : Effet de la troncature : multiplication par N et déformation du spectre X(f)

Y . m\%m’ S
sttty AT AITHTN
T=NTe F,/2 | F, /2 F.

Figure 8 : Echantillonnage en fréquence et périodisation en temps

X0
X(k) =N X(k)
/ﬂ";\\ id ’T\
i \‘
:.fTT Tt.:.ooofooo.>f
7=NTe Fe/2 | F./2 F.

Figure 9 : Limitation du nombre d'échantillons en fréquence et rééchantillonnage en temps (TFDI)
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5. Résumé et propriétés
On redéfinit les notations

1) TFD :
{X (k )} =T FD[{x( n )}] avec chaque échantillon déterminé par :
N-1 _jorkn
X(k)=Y x(n)e N
n=0
_2E
On note généralement e V' par W,, ce qui permet d'écrire la TFD sous forme matricielle :
X, | [1 1 1 I x|
X, 1 W, Wy w N X,
X, |={1 Wi Wy Wy«
Xy, 1wl - wN-DN-D

I1 est a noter que les propriétés de symétrie de la matrice permettent d'effectuer de calcul de TFD a l'aide
d'algorithmes rapides dits TFR ou FFT. Ces algorithmes sont basés sur des réductions successives par 2
de la matrice de transformation. Ils sont donc efficaces lorsque N est une puissance de 2.

2) TFDI :

{x(n)}=TFDI[{X(k )}] avec chaque échantillon déterminé par :
kn

Ji N-1 jom=—
x(n)z—ZX(k)e N
N i

La représentation matricielle est équivalente a celle présentée pour la TFD en multipliant par 1/N et en
remplacant W, par Wy" =Wy ™"

3) Propriétés de la TFD

1. Périodicité la suite {X(k)} est une suite périodique de période N.

2. Linéarité : TFD(adx(n)}+ Bly(n)}) = el X (k)}+ Blyv(k )}

3. Symétrie : si {x(n)} est une suite réelle, alors : X(N-k) = X*(k)

4. Si la suite {x(n)} est réelle paire, alors la suite {X(k)} est réelle paire

5. Si la suite {x(n)} est réelle impaires, alors la suite {X(k)} est imaginaire impaire

6. Convolution circulaire : en considérant 2 suites numériques, {x(n)} et {y(n)}. On appelle convolution
circulaire la convolution sur N point des deux suites en les considérant périodiques de période N (On
rappelle que la TFD sur N point considere les signaux périodiques de période N). On a alors :

Ix(n)}y{y(n)} = TFDITX (K )} {Y (k)]

avec * : convolution circulaire définie par

fen )b {v(n)t= {fo(k)y(n - k)}

k=0
avec x(N+k) = x(k) et y(N+k) = y(k)
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6. Fenétrage

La TFD permet d'obtenir le spectre d'un signal x(?) échantillonné et multiplié¢ par une fenétre de mesure
rectangulaire de largeur 7=NT,. Cette fenétre de mesure introduit dans le domaine fréquentiel des
ondulations sur le spectre.

On peut apprécier qualitativement l'influence de cette fenétre en raisonnant sur un signal sinusoidal :

A X0 =sin(27fyy) A XOD=df1y)

/AN
VAV "0

X(f)=X(f)*H(f)
t—r/Z} A

> f

)Nc(t):x(t)-rect{

Discontinuité introduisant
a une énergie non
négligeable a haute
fréquence
A\ A\

signal périodisé du a
A |'échantillonnage en fréquence

A\ LN
// > VoY >/
/ \/ Spectre observé

avec la TFD

Figure 10 : Effet de la fenétre rectangulaire sur le spectre observé

On peut remarquer sur cet exemple que le fait de tronquer le signal x(z) introduit des discontinuités en
temps qui se traduisent en fréquence par l'apparition de raies a des fréquences non présentes dans le signal
x(1).

La fenétre temporelle de mesure introduit des "effets de bord" correspondant a des discontinuités en
temps.

Solutions :
a) Synchroniser le signal de maniére a effectuer I'analyse sur un nombre entier de périodes (cas d'un
signal périodique) la TFD correspondra alors exactement au spectre du signal analysé
b) Prendre un trés grand nombre de points pour augmenter la résolution lors de la discrétisation en
fréquence
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c) Pondérer le signal par une fenétre de mesure plus "douce" afin d'éliminer les discontinuités trop
importantes.
1) Synchronisation
Si le signal a observer x(z) est observé sur un nombre exact de périodes, M Ty, ou Ty est la période du

e

signal et M un nombre entier. L'échantillonnage en fréquence s'effectue au pas Af = N

T=NT,=MT, & F, :%Fe = MAf

Un signal de période Ty présente des raies tous le kF et s'exprime par :

X(f)xH(f)= 3.C,8(f ~nF,)= 3 C, 8(f - nMf)

n=—o0 n=—oo

La fenétre de mesure donne en fréquence
H(f)=tsinc(nft)= NT, sinc(nfNT, ) = ésin o7
La convolution de H(f) avec X(f) donne :

< C, . —nMA
X(f)xH(f)= Y (zuj
n=—oco Af

Cette fonction s'annule tous les f = kAf sauf si k = nM. Ainsi, aprés échantillonnage en fréquence et
limitation du nombre d'échantillon, on trouve

N-1
X(k)= NT eZCn O(k —nM ) ou d représente le symbole de Kroenecker.

n=0

f

Z)

2) Pondération
La synchronisation de la fenétre de mesure et du signal a analyser est en pratique impossible. Pour limiter
les discontinuités on multiplie le signal acquis par une fenétre qui s'annule sur les bords; permettant ainsi
d'adoucir les discontinuités sans trop déformer le signal.

— Diminution de la résolution fréquentielle (lobe principal plus important)

— Augmentation de la précision sur la forme générale du spectre (lobes secondaire faible)

— Augmentation de la précision sur la mesure des amplitudes maximales

.} T I I T T 20
|a. Rectangular window b. Hamming window
) T

l i il
= A
- =20 - -2}
e * bV i M
o | iTalu = 0
3 I I M = L
£ @ = f
& 3 5 H 1 "
g
< s < }
-1 1
-120 -120
005 006 007 008 009 00 000 012 013 014 01§ N0& 006 007 008 009 01 000 012 003 014 015
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2 T T T T T T T ) T T T T T
¢. Blackman window ! ! d. Flat-top window
[ I D
. /"\ main lobe . / \
=] =
2 2
- u M
E | [tails E ,
Z W —— [ :; "'
E ; g [ \
- 8 1 N P " n
L I
100 VP | i HH oAt I,
RE I H 120 H
= T = 1
005 006 DAT 008 009 01 11 012 013 014 D15 005 006 007 008 009 0.1 001 012 03 D14 015
Frequency Frequency

Figure 11 : Effet du fenétrage sur 256 points appliqué a une sinusoide de fréquence 0.1 Fe

(Tiré de The Scientist and Engineer's Guide to Digital Signal Processing http://www.soundsoft.demon.co.uk/domains/olbook.htm)
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