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Médian — LO42
solution

Aucun document autorisé (la copie ou lesidées du voisin non plus). L e bareme est indicatif.

Le soin donné a larédaction sera évalué. Toute réponse devra étre claire et justifiée (toute ambiguité sera mal
interprétée). L’ élégance de la solution sera jugée.

Sauf indication contraire, dansle cas d’ algorithmes les r éponses doivent étre rédigées en pseudo code.

Vousdevez rendrelesfeuilles 2 et 3 complétées.

1 Faitesvos preuves (6)
Calcul du PGCD

Vous disposez d’ un algorithme du PGCD basé sur les propriétés arithmétiques suivantes :
-si a=h, PGCD(a,b)=a=b;
-si a<b, PGCD(a,b)=PGCD(a,b-a)
-s a>b, PGCD(a,b)=PGCD(a-b,b)

Var A, B, a b: entiers;
a-A;
b-B;
Tantque a<>b Faire
Si a<b Alorsb — (b-3a)
Sinona ~ (a—h)
Fins ;
Ftq
On afait la preuve de correction partielle de I’ algorithme. Une malencontreuse panne d’ encre nous a privés de quelques

morceaux ou explications. Apportez votre science pour porter secours a de pauvres ensel gnants en détresse, en
complétant de fagcon adéquate les horribles blancs disgracieux dans cette belle démonstration (feuilles 2 et 3).

2 Larécursivité, effacer, vous pourrez! (6)

Donnez les schémas de récursion de type 1 et 2 ainsi que leurs équivalentsitératifs.
Y at-il descontraintes d’ utilisation de ces transpositions ? Si oui expliquez pourquoi.

3 Lasdection non naturelle (des plusfaibles) (7)

On souhaite connaitre le nombre d'ééments minimaux et I'indice de la premiére occurrence d'un élément minimal dans
un tableau de N entiers (on suppose N >= 2).
Exemple: s lasuite des ééments du tableau est :
52,42,1,794,11
il y a3 occurrences de I'élément minimal et I'indice de sa premiére occurrence est 5.

a) Ecrireun algorithme itératif donnant le résultat souhaité. On préciserala nature de I'algorithme (fonction ou
procédure), ainsi que le type et les modes de passage des paramétres.

b) Evaluer lacomplexité de votre algorithme.

c) Prouver que, si on appelle T le tableau, NMIN le nombre d'occurrences de |'élément minimal et RMIN l'indice de sa
premiére occurrence, on al'invariant de boucle :

(0j O [1.. RMIN[, T[]>T[RMIN], OkO [RMIN.. i[, T[K]=T[RMIN]) O
NMIN= O{k tels que kO [1..i-1] OT[K]=T[RMIN] } O
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Solution :
a) Lalecturedel’énoncé avec le point ¢ devrait vous amener a élaborer un algorithme avec une seule boucle.

L'algorithme doit fournir deux résultats (e rang et le nombre d'éléments) donc c'est une procédure. Le tableau T sera
passé par référence pour éviter sarecopie au niveau de la procédure qui colite N additions si le tableau est de
longueur N. Lalongueur du tableau sera passée par valeur. Les paramétres rang (RMIN) et nombre d'occurrence
(NMIN) seront passés par référence pour que la procédure puisse les modifier.
procédure mini(var T: tableau [1..N] d'entier , var RMIN,NMIN: entier);
var i: entier;
début
RMIN < 1;
NMIN ~1;
pour i de2 aN faire
s T[i]J<T[RMIN] alors
RMIN i;
NMIN 1
sinon
s T[i]=T[RMIN] alorsNMIN - NMIN+1
fs
fs
finpour
fin

b) 1l y auneboucle pour de 2 aN. Donc la complexité est N.
Dans cet algorithmeil n'y a pas d’ arrét de boucle avant N donc pas de pire et moyen cas.

¢) Pour montrer que c'est un invariant il faut vérifier que la condition est vraie avant laboucle, qu' elle est vraie aprés
la boucle et que le passage dans la boucle laisse la condition vraie.

A l'entrée delaboucle on ai=2. RMIN=1, NMIN=1 et T[1..i-1] est donc réduit a T[1], or RMIN=1, NMIN=1 donc
|'assertion est vérifiée.

Supposons que |'assertion est vérifiée au rang i, vérifions-la aprés un tour supplémentaire de laboucle. 1l y atrois
cas defigure:

s T[I][<T[RMIN] aorsT[i] est le plus petit des ééments de T[1..i], et c'est sa premiéere occurrence. On a RMIN=i et
NMIN=1 donc aprés incrémentation de i, |'assertion est vérifiée.

s T[i]=T[RMIN] alors par hypothése, dans T[1..i-1] il y aNMIN occurrence de T[RMIN]. Il y adonc NMIN+1
occurrences de T[RMIN] dans T[1..i]. Onincrémente NIMN et i de 1 donc apres ces opérations |'assertion est vraie.
sinonil y an'y apas de nouvelle occurrence de TTRMIN] donc il y aNMIN occurrence de T[RMIN] dans T[1..1].
Donc aprés incrémentation de |, I'assertion est vérifiée.

En sortie de boucle on ai =N+1 et on abien NMIN égal au nombre d'occurrences de T[RMIN] dans T[1..N].

Démonstration plus formelle

Avant laboucle: RMIN=1, NMIN=1 et i=2 c’est I'initialisation. Donc

Oj O[1.. 1], T[j]>T[RMIN], I'intervalle est vide donc I’ expression est vraie
OkO [RMIN.. i[, T[K]=T[RMIN] L’intervalle est limité a TIRMIN] donc vraie

NMIN= O{k telsque kO [1..i-1] OT[k]=T[RMIN] } O Une seule valeur possible pour k=1 donc vraie
Apréslaboucle: i =N+1

Oj O [1.. RMIN], T[j]>T[RMIN], Ce sont les conditions recherchées

OkO [RMIN.. N+1[, T[K]=T[RMIN]

NMIN=O{k telsque kO [1..N] OT[k]=T[RMIN] } O

Le corpsdelaboucle:

Laboucle se termine par une incrémentation du compteur :

LO42 - médian P2003 - page2/6



UTBM le7 avril 2003

(0j O[1.. RMIN[, T[j]>T[RMIN], OkO [RMIN.. i+1[, T[K][=T[RMIN]) O
NMIN= O{k telsque kO [1..]] OT[K]=T[RMIN] } O
Finpour =i « i+1;

Le corpsdu Alors

(O O[L.i[, TG]>TL], OKO [i.. i+1[, TIKI=T[i]) O
1= O{k tels que kO [1..i] OT[K]=T[i] } O
RMIN —i;
NMIN 1
(0j O [1.. RMIN[, T[j]>T[RMIN], OkO [RMIN.. i+1[, T[K]=T[RMIN]) O
NMIN= O{k tels que KO [1..i] OT[K]=T[RMIN] } O

Or:
T[i]<T[RMIN]
(Oj O [1.. RMIN[, T[j]>T[RMIN], OkO [RMIN.. i [, T[K]=T[RMIN]) O
NMIN=O{k telsque kO [1..if OT[K]=T[RMIN] } O
= (O O [2..i[, T[j]=T[i], OO [i.. i+2[, T[K]=T[i]) O
1=0O{ktelsque kO [1..i] OT[K]=T[i] } O

Par renforcement :
T[iI]I<T[RMIN]
(0j O[1.. RMINI, T[j]>T[RMIN], OkO [RMIN.. i [, T[K]=2T[RMIN]) O
NMIN=O{k telsque kO [1..if OT[K]=T[RMIN] } O
RMIN «i;
NMIN 1

Le corpsdu sinon :
Le corps du alors (imbriqué)
s T[i]=T[RMIN] alors
(Oj O[1.. RMINI, T[j]>T[RMIN], OkO [RMIN.. i+1[, T[K]=T[RMIN]) O
NMIN+1=O{k telsque kO [1..i] OT[K]=T[RMIN] } O
{ NMIN « NMIN+1}

(Oj O[1.. RMINI, T[j]>T[RMIN], OkO [RMIN.. i+1[, T[K]=T[RMIN]) O
NMIN=O{k telsque kO [1..i] OT[K]=T[RMIN] } O

Par larégle de renforcement
T[]=T[RMIN] O(Oj O[1.. RMINI, T[j]>T[RMIN],
OkO [RMIN..i [, TIK]IZT[RMIN]) O
NMIN=O{k telsque k(I [1..i-1] OT[K]=T[RMIN] } O

{ NMIN « NMIN+1}

(Oj O[1.. RMINI, T[j]>T[RMIN], OkO [RMIN.. i+1[, T[K]=T[RMIN]) O
NMIN=O{k telsque kO [1..i] OT[k]=T[RMIN] } O

Pour le sinon on peut renforcer avec T[i]>T[RMIN] donc on peut écrire
T[]>T[RMIN] O(Tj O[1.. RMINI, T[j]>T[RMIN],
OkO [RMIN..i [, TIK]I=T[RMIN]) O
NMIN= O{k tels que kO [1..i-1] O T[K]=T[RMIN] } O

Par larégle du si on obtient
T[]=T[RMIN] O(0j O[1.. RMIN[, T[j]>T[RMIN],
OkO [RMIN.. i [, T[K]=T[RMIN]) O
NMIN = O{k telsque kO [1..i-1] OT[K]=T[RMIN] } O

s T[i]=T[RMIN] alorsNMIN — NMIN+1 Fsi

(0j O[1.. RMIN, T[j]>T[RMIN], OkO [RMIN.. i+1[, T[K]=T[RMIN]) O
NMIN= O{k tels que kO [1..i] OT[K]=T[RMIN] } O

L'instruction si ; par larégle de la conditionnelle
(0j O[1.. RMINI, T[j]>T[RMIN], OkO [RMIN.. i [, T[K]=T[RMIN]) O
NMIN=O{k telsque k(I [1..i-1] OT[K]=T[RMIN] } O
Si T[i]<T[RMIN] dors... Fsi
(Oj O[1.. RMINI, T[j]>T[RMIN], OkO [RMIN.. i+1[, T[K]=T[RMIN]) O
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NMIN=O{k telsquekO [1..i] OT[K]=T[RMIN] } O
On retrouve bien la condition donc ¢’ est un invariant.

(0j O [1.. RMIN[, T[j]>T[RMIN], OkO [RMIN.. i[, T[K]=T[RMIN]) O
NMIN= O{k tels que kO [1..i-1] OT[K]=T[RMIN] } O Oi=N+1

1) LePGCD
Démonstration :

Prenons donc pour invariant de boucle | : pgcd(A;B) = pgcd(a;b) O A, B, a, b >0, et voyons qu'il est effectivement
préservé par laboucle.

Corpsdu alors Par |'axiome d' affectationon a:

( A,B,a (b-a)>0 ] b b-a ( A,B,ab>0 J
pgcd(A, B) = pged(a b - a) pgcd(A, B) = pged(a, b)

D’ aprés les propriétés du pged on a(a<> b est contenu dans b > a, mais cette redondance permet de faire apparaitre la
condition du tant que) :

b>a
azb A,B,a,(b-a)>0
A,B,ab>0 pgcd(A,B) =pged(a, b - a)

pgcd(A, B) = pgcd(a, b)

Par larégle de renforcement de la pré-condition on a:

b>a

#b A,B,ab>0

2 {bb-a ab>
A,B,ab>0 pgcd(A, B) = pged(a, b)

pgcd(A, B) = pged(a, b)

C'est-a-dire
b>a
azb| {o-b-a (1)
|

Corpsdu sinon Par I'axiome d’ affectation on a:

( A,B,(a-b),b>0 j{a a_b}( A,B,ab>0 j
pgcd(A,B) =pged(a-b,b) ) pged(A, B) = pged(a, b)

D’ apresles propriétés du pged on a(a# b et a= b équivaut aa > b, mais on souhaite faire apparaitre la négation de
a<b,a=b: c'estlacondition dus qui permet d’ appliquer laregledu s, et celafait aussi apparaitre la condition du
tant que a# b)
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azb
azb - A,B,(a-b),b>0
A,B,ab>0 pgcd(A, B) = pgcd(a- b, b)

pgcd(A, B) = pgcd(a, b)

Par larégle de renforcement de la pré-condition on a (en prenant X = pgcd(A, B) ) :

a=b
azb A,B,a,b>0
A,B,ab>0 pgcd(A, B) = pged(a, b)

pgcd(A, B) = pged(a,b)
Cest-a-dire
azb
azb| {a—a-b} (1) (**)
|

Les alorssinonfinsg  D’aprés(*) et (**) par larégledu s alorssinon fins on a:

(afbj {sa<baors.. fins} (1) (+%)

Letant que a<>b faire. . . fintantque D’apreslarégle du tant que _on déduit de (***) :

(1) {tantquea<> bfaire...fintantque} (1Da=b)

Or on sait quesi a> 0 aors pged(a, a) est défini et vaut adonc :
| Da=b - pgcd(A,B)=a=b
En appliquant larégle de la post-condition & (****) on obtient :
(1) {tantquea<>bfaire...fintantque} (pgcd(A,B)=a=b) #

Affectationsinitiales ~ On a(en omettant larépétition A > 0 et A > 0) I’axiome d’ affectation suivant :

( A,B>0 j {a<_A} ( A,B,a>0 j
pgcd(A, B) = pgcd(A, B) pgcd(a, B) = pged(A, B)

( A,B,a>0 J{bhs}( A,B,ab>0 j

pged(a, B) = pged(A, B) pgcd(a, b) = pged(A, B)

Par composition séquentielle entre ces deux axiomes d' affectation (la post-condition du premier est bien la pré-
condition du second) on obtient :
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( A,B>0 J{a Ab B}( A,B,ab>0 ]
pgcd(A, B) = pged(A, B) ' pgcd(a, b) = pged(A, B)

et commeA,B>0 - (A, B>00pgcd(A, B) = pgcd(A, B)) est toujours vraie on a par régle de la pré-condition :

A,B>0{a~ A;b~ B} pgcd(a b) =pgcd(A, B) (##)

Spécification detout le programme Par composition séquentielle sur (#) et (##), on adonc, pour le programme

tout entier — et par régle de la post-condition , on peut ne garder qu’' une partie de celle-ci si on le souhaite :

A,B>0 {p}( A B,ab>00pgcd(a, b)=a=b)
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